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Introducción

• El cálculo de variaciones se planteó para la búsqueda de máximos y mínimos de
funcionales continuas definidas sobre algún espacio funcional.

• Surgió en el siglo XVIII y fue Euler junto con Lagrange los que lo convirtieron en
una teoría matemática rigurosa.

• El problema de la curva braquistócrana o curva del descenso más rápido, es
considerada como uno de los precursores de la teoría del cálculo variacional.



Cálculo de Variaciones Dos nuevos teoremas de suficiencia para mínimos débiles en control óptimo Referencias

Introducción

• El cálculo de variaciones se planteó para la búsqueda de máximos y mínimos de
funcionales continuas definidas sobre algún espacio funcional.

• Surgió en el siglo XVIII y fue Euler junto con Lagrange los que lo convirtieron en
una teoría matemática rigurosa.

• El problema de la curva braquistócrana o curva del descenso más rápido, es
considerada como uno de los precursores de la teoría del cálculo variacional.



Cálculo de Variaciones Dos nuevos teoremas de suficiencia para mínimos débiles en control óptimo Referencias

Introducción

• El cálculo de variaciones se planteó para la búsqueda de máximos y mínimos de
funcionales continuas definidas sobre algún espacio funcional.

• Surgió en el siglo XVIII y fue Euler junto con Lagrange los que lo convirtieron en
una teoría matemática rigurosa.

• El problema de la curva braquistócrana o curva del descenso más rápido, es
considerada como uno de los precursores de la teoría del cálculo variacional.



Cálculo de Variaciones Dos nuevos teoremas de suficiencia para mínimos débiles en control óptimo Referencias

Introducción

• El cálculo de variaciones se planteó para la búsqueda de máximos y mínimos de
funcionales continuas definidas sobre algún espacio funcional.

• Surgió en el siglo XVIII y fue Euler junto con Lagrange los que lo convirtieron en
una teoría matemática rigurosa.

• El problema de la curva braquistócrana o curva del descenso más rápido, es
considerada como uno de los precursores de la teoría del cálculo variacional.



Cálculo de Variaciones Dos nuevos teoremas de suficiencia para mínimos débiles en control óptimo Referencias

Curva braquistócrana

• Planteado inicialmente por Johann Bernoulli y Jakob Bernoulli en 1696.

• Se refiere a encontrar la curva entre dos puntos que es recorrida en menor tiempo
por un cuerpo que comienza en el punto inicial, bajo una fuerza de gravedad
constante y suponiendo que no existe fricción.
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El problema clásico de cálculo de variaciones con
puntos fijos finales

Supongamos que tenemos dados un intervalo compacto T := [t0, t1] en R, dos
puntos fijos ξ0 y ξ1 en Rn, y una función continua L(t , x , ẋ) : T × Rn × Rn → R.

El problema clásico de cálculo de variaciones con puntos fijos finales el cual
denotaremos por (P), consiste en minimizar la funcional

I(x) :=
∫ t1

t0

L(t , x(t), ẋ(t))dt

sujeta a

(a) x : T → Rn es C1 a pedazos.

(b) x(t0) = ξ0 y x(t1) = ξ1.
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Condición necesaria de Euler

Teorema (Euler):

Supongamos que x0 es un mínimo débil de (P). Entonces existe una constante
c ∈ Rn tal que

Lẋ(t , x0(t), ẋ0(t)) =
∫ t

t0

Lx(s, x0(s), ẋ0(s))ds + c∗ (t ∈ T ) (1.1)
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Condición necesaria de Euler

Obsérvese que la ecuación (1.1) es la forma integral de la ecuación de Euler:

d
dt

Lẋ (t , x0(t), ẋ0(t)) = Lx (t , x0(t), ẋ0(t)) (t ∈ T ).

Si x es C2 en T y L es C2 en T × Rn × Rn, la ecuación de Euler se convierte en

L∗ẋ t + Lẋx ẋ(t) + Lẋ ẋ ẍ(t) = L∗x (t ∈ T )

donde los argumentos en las derivadas de L son (t , x(t), ẋ(t)).
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Condición necesaria de Weierstrass

Definición: Definamos E : T × Rn × Rn × Rn → R por

E(t , x , ẋ , u) := L(t , x , u)− L(t , x , ẋ)− Lẋ (t , x , ẋ)(u − ẋ).

A la función E se le llama la función exceso de Weierstrass de L.

Teorema (Weierstrass):

Sea x0 un mínimo débil de (P). Entonces existe σ > 0 tal que

E(t , x0(t), ẋ0(t), u) ≥ 0 para toda (t , u) ∈ T × Rn con |u − ẋ0(t)| < σ.

Teorema (Weierstrass):

Sea x0 un mínimo fuerte de (P). Entonces

E(t , x0(t), ẋ0(t), u) ≥ 0 para toda (t , u) ∈ T × Rn.
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Condición necesaria de Legendre

Corolario (Legendre):

Si x0 satisface la condición de Weierstrass para un mínimo débil, entonces la
matriz Hessiana Lẋ ẋ es semi-definida positiva a lo largo de x0, esto es, para
toda h ∈ Rn y para toda t ∈ T ,

〈h, Lẋ ẋ(t , x0(t), ẋ0(t))h〉 ≥ 0. (1.3)

La condición (1.3) se conoce como la condición de Legendre.
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Condición necesaria de Jacobi

Definición: Un punto t = s en (t0, t1] se dice que es un punto conjugado a
t = t0 sobre x0 si hay un extremo accesorio y tal que y(t0) = y(s) = 0, y
y 6≡ 0 en (t0, s).

Teorema (Jacobi):

Si un arco no singular sin esquinas x0 es un mínimo débil de (P), entonces
no hay ningún punto s ∈ (t0, t1) conjugado a t = t0 sobre x0.
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Teoremas fundamentales de suficiencia

Teorema:

Sea x0 admisible de clase C1. Supongamos que

a. Lẋ ẋ(t , x0(t), ẋ0(t)) > 0 (t ∈ T ).

b. d
dt Lẋ(t , x0(t), ẋ0(t)) = Lx(t , x0(t), ẋ0(t)) (t ∈ T ).

c. c ∈ (t0, t1] =⇒ c no es un punto conjugado a t0 sobre x0.

Entonces x0 es un mínimo débil estricto de (P).
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dt Lẋ(t , x0(t), ẋ0(t)) = Lx(t , x0(t), ẋ0(t)) (t ∈ T ).

c. c ∈ (t0, t1] =⇒ c no es un punto conjugado a t0 sobre x0.

Entonces x0 es un mínimo débil estricto de (P).



Cálculo de Variaciones Dos nuevos teoremas de suficiencia para mínimos débiles en control óptimo Referencias

Teoremas fundamentales de suficiencia

Teorema:

Sea x0 admisible de clase C1. Supongamos que
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Planteamiento del problema

El problema de control óptimo con puntos fijos finales

Es el de minimizar la funcional

I(x , u) :=

∫ t1

t0
L(t , x(t), u(t))dt

sobre todas las parejas (x , u) con x : T → Rn absolutamente continua y u : T → Rm

esencialmente acotada, que satisfacen las restricciones

(a) ẋ(t) = f (t , x(t), u(t)) (c.s. en T ).

(b) x(t0) = ξ0, x(t1) = ξ1.

(c) u(t) ∈ U (t ∈ T ).

donde
U := {u ∈ Rm | ϕα(u) ≤ 0 (α ∈ R), ϕβ(u) = 0 (β ∈ Q)}

donde R = {1, . . . , r} y Q = {r + 1, . . . , q} (0 ≤ r ≤ q). Si r = 0 entonces R = ∅ y
hacemos caso omiso de ϕα. Similarmente, si r = q entonces Q = ∅ y hacemos caso omiso de
ϕβ .
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Es el de minimizar la funcional

I(x , u) :=

∫ t1

t0
L(t , x(t), u(t))dt

sobre todas las parejas (x , u) con x : T → Rn absolutamente continua y u : T → Rm

esencialmente acotada, que satisfacen las restricciones

(a) ẋ(t) = f (t , x(t), u(t)) (c.s. en T ).

(b) x(t0) = ξ0, x(t1) = ξ1.

(c) u(t) ∈ U (t ∈ T ).

donde
U := {u ∈ Rm | ϕα(u) ≤ 0 (α ∈ R), ϕβ(u) = 0 (β ∈ Q)}

donde R = {1, . . . , r} y Q = {r + 1, . . . , q} (0 ≤ r ≤ q). Si r = 0 entonces R = ∅ y
hacemos caso omiso de ϕα. Similarmente, si r = q entonces Q = ∅ y hacemos caso omiso de
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Procesos admisibles y soluciones locales

• Supongamos que tenemos dados un intervalo T := [t0, t1] en R, dos puntos fijos ξ0,
ξ1 en Rn, funciones L, f que mapean T × Rn × Rm a R, Rn, y una función
ϕ = (ϕ1, . . . , ϕq) que mapea Rm a Rq respectivamente.

• Denotamos por X al espacio de funciones absolutamente continuas que mapean T
a Rn, y definimos Us := L∞(T ;Rs) (s ∈ N).

• A los elementos de X × Um se les llama procesos y un proceso (x , u) es
admisible si éste satisface (a)-(c).

• Un proceso (x , u) es un mínimo débil de (P), si éste es un mínimo de I relativo a
la norma

‖(x , u)‖ := ínf{C > 0 : |(x(t), u(t))| ≤ C (c.s. en T )},

esto es, si para alguna ε > 0, I(x , u) ≤ I(y , v) para todo proceso admisible (y , v)
que satisface ‖(y , v)− (x , u)‖ < ε. Éste será un mínimo estricto si
I(x , u) = I(y , v) solo en el caso en que (x , u) = (y , v).
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Suposiciones de suavidad

A lo largo de esta sección asumiremos que las funciones L, f son continuas y
de clase C2 con respecto a x y a u en T × Rn × Rm, y la función ϕ es C2 en
Rm.
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Definiciones básicas

• Para toda (t , x , u, p, µ) ∈ T × Rn × Rm × Rn × Rq sea

H(t , x , u, p, µ) := 〈p, f (t , x , u)〉 − L(t , x , u)− 〈µ, ϕ(u)〉.

• Dadas p ∈ X y µ ∈ Uq definimos, para toda (t , x , u) ∈ T × Rn × Rm ,

F (t , x , u) := −H(t , x , u, p(t), µ(t))− 〈ṗ(t), x〉.

• Consideramos la segunda variación de J con respecto a (x , u) ∈ X × Um sobre
(y , v) ∈ X × L2(T ; Rm) dada por

J′′((x , u); (y , v)) :=

∫ t1

t0
2Ω(t , y(t), v(t))dt

donde, para toda (t , y , v) ∈ T × Rn × Rm ,

2Ω(t , y , v) := 〈y ,Fxx (t , x(t), u(t))y〉+2〈y ,Fxu(t , x(t), u(t))v〉+〈v ,Fuu(t , x(t), u(t))v〉.
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• Consideramos la segunda variación de J con respecto a (x , u) ∈ X × Um sobre
(y , v) ∈ X × L2(T ; Rm) dada por

J′′((x , u); (y , v)) :=

∫ t1

t0
2Ω(t , y(t), v(t))dt

donde, para toda (t , y , v) ∈ T × Rn × Rm ,

2Ω(t , y , v) := 〈y ,Fxx (t , x(t), u(t))y〉+2〈y ,Fxu(t , x(t), u(t))v〉+〈v ,Fuu(t , x(t), u(t))v〉.



Cálculo de Variaciones Dos nuevos teoremas de suficiencia para mínimos débiles en control óptimo Referencias

Definiciones básicas

• Para toda (t , x , u, p, µ) ∈ T × Rn × Rm × Rn × Rq sea

H(t , x , u, p, µ) := 〈p, f (t , x , u)〉 − L(t , x , u)− 〈µ, ϕ(u)〉.

• Dadas p ∈ X y µ ∈ Uq definimos, para toda (t , x , u) ∈ T × Rn × Rm ,

F (t , x , u) := −H(t , x , u, p(t), µ(t))− 〈ṗ(t), x〉.
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Definiciones básicas

• Dadas p ∈ X y µ ∈ Uq , decimos que (x0, u0, p, µ) (o a veces que (x0, u0)) es no singular
si el determinante

|Fuu(t , x0(t), u0(t))| = | − Huu(t , x0(t), u0(t), p(t), µ(t))| 6= 0 (t ∈ T ).

• Dadas p ∈ X y µ ∈ Uq , decimos que (x0, u0, p, µ) (o a veces que (x0, u0)) satisface la
condición de Legendre-Clebsch si

Fuu(t , x0(t), u0(t)) = −Huu(t , x0(t), u0(t), p(t), µ(t)) ≥ 0 (c.s. en T ).

• Dadas p ∈ X y µ ∈ Uq , decimos que (x0, u0, p, µ) satisface la condición reforzada de
Legendre-Clebsch si

Fuu(t , x0(t), u0(t)) = −Huu(t , x0(t), u0(t), p(t), µ(t)) > 0 (t ∈ T ).
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Definiciones básicas

• Denotamos por E a la función exceso de Weierstrass con respecto a F ,

E(t , x , u, v) := F (t , x , v)− F (t , x , u)− Fu(t , x , u)(v − u).

• Para toda u ∈ L1(T ; Rm) sea

D(u) :=

∫ t1

t0
V (u(t))dt donde V (b) := (1 + |b|2)1/2 − 1.

• Para toda u ∈ Rm , sea
Ia(u) := {α ∈ R | ϕα(u) = 0},

el conjunto de índices activos de u.
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Dos nuevos teoremas de suficiencia para mínimos
débiles en control óptimo

2.1 Teorema:

Sea (x0, u0) un proceso admisible. Asumamos que Ia(u0(·)) es constante a pedazos en T , y supongamos que existen
p ∈ X , µ ∈ Uq con µα(t) ≥ 0 y µα(t)ϕα(u0(t)) = 0 (α ∈ R, t ∈ T ) tales que

ṗ(t) = −H∗x (t, x0(t), u0(t), p(t), µ(t)) (c.s. en T ),
Hu(t, x0(t), u0(t), p(t), µ(t)) = 0 (t ∈ T ),

y las siguientes condiciones son satisfechas:

(i) Fuu(t, x0(t), u0(t)) ≥ 0 (c.s. en T ).
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Ejemplo

•Ahora, proporcionaremos un ejemplo de un problema (P) de control óptimo
con restricciones en los controles con desigualdades e igualdades y con
puntos fijos finales en el que una aplicación del Teorema principal muestra
que el extremo singular bajo consideración es un mínimo estricto débil de
(P).

• Vale la pena notar que el control óptimo que exhibimos en este ejemplo no
es continuo ni continuo a pedazos sino únicamente esencialmente
acotado, además, el conjunto U de controles admisibles es no convexo.
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Ejemplo

Sea (P) el problema de minimizar

I(x ,u) =
∫ 1

0
{u2

1(t) + u1(t)− x2(t) + u3
1(t)u2(t)}dt

sujeta a ẋ(t) = x3(t)− u1(t)u2(t)− 1
2 u1(t) (t ∈ [0,1]),

x(0) = x(1) = 0, y

senu1(t) ≥ 0 y u2
2(t) = 1 (t ∈ [0,1]).

En este caso T = [0,1], n = 1, m = 2, q = 2, r = 1, ξ0 = ξ1 = 0,

L(t , x ,u) = u2
1 + u1 − x2 + u3

1u2, f (t , x ,u) = x3 − u1u2 − 1
2 u1,

ϕ1(u) = − senu1, ϕ2(u) = 1− u2
2 .
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Ejemplo

De esta manera,

H(t , x ,u,p, µ) = px3−pu1u2− 1
2 pu1−u2

1−u1+x2−u3
1u2+µ1 senu1−µ2[1−u2

2 ],

y entonces

Hx(t , x ,u,p, µ) = 3px2 + 2x ,

Hu(t , x ,u,p, µ) = (−pu2− 1
2 p−2u1−1−3u2

1u2+µ1 cosu1,−pu1−u3
1+2µ2u2).
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Ejemplo

Sea x0 ≡ 0, u01 ≡ 0,

u02(t) := 1 si t ∈
∞⋃

n=1

[
1

2n
,

1
2n − 1

]
,

y

u02(t) := −1 si t ∈
∞⋃

n=2

(
1

2n − 1
,

1
2n − 2

)
.

En consecuencia, (x0,u0) es admisible y u0 no es continua a pedazos en T .
Si definimos (p, µ) ≡ (0,1,0), entonces µ1(t) ≥ 0 y µ1(t)ϕ1(u0(t)) = 0
(t ∈ T ). También, Ia(u0(t)) = {1} es constante en T , y (x0,u0,p, µ)
satisface la condición clásica de primer orden del Teorema 2.1.
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Ejemplo

Tenemos que, para toda (t , x ,u) ∈ T × R× R2,

F (t , x ,u) = u2
1 + u1 + u3

1u2 − senu1 − x2.

Por lo tanto,

Fuu(x̃0(t)) =
[
2 0
0 0

]
(t ∈ T ).

En consecuencia, el Teorema 2.1(i) se verifica y (x0,u0) es singular.
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Ejemplo

También, Fxx(x̃0(t)) = −2, Fxu(x̃0(t)) = (0,0) (t ∈ T ), y entonces para
toda (y , v) 6= (0,0), (y , v) ∈ X × L2(T ;R2) que satisface

ẏ(t) = (−u02(t)− 1
2 )v1(t) (c.s. en T ),

y(0) = y(1) = 0, y −v1(t) ≤ 0, v2(t) = 0 (c.s. en T ), se tiene que

J ′′((x0,u0); (y , v)) =
∫ 1

0
{2v2

1 (t)− 2y2(t)}dt > 0.

De esta manera, el Teorema 2.1(ii) se verifica.
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ẏ(t) = (−u02(t)− 1
2 )v1(t) (c.s. en T ),

y(0) = y(1) = 0, y −v1(t) ≤ 0, v2(t) = 0 (c.s. en T ), se tiene que

J ′′((x0,u0); (y , v)) =
∫ 1

0
{2v2

1 (t)− 2y2(t)}dt > 0.

De esta manera, el Teorema 2.1(ii) se verifica.



Cálculo de Variaciones Dos nuevos teoremas de suficiencia para mínimos débiles en control óptimo Referencias

Ejemplo

También, Fxx(x̃0(t)) = −2, Fxu(x̃0(t)) = (0,0) (t ∈ T ), y entonces para
toda (y , v) 6= (0,0), (y , v) ∈ X × L2(T ;R2) que satisface
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Ejemplo

Supongamos que el Teorema 2.1(iii) no se satisface. Entonces, para toda q ∈ N,
existe (xq , uq) admisible tal que

‖(xq , uq)−(x0, u0)‖ < mín{ε, 1/q},
∫ 1

0
E(t , xq(t), u0(t), uq(t))dt <

1
q

D(uq−u0).

Como para toda t ∈ T y q ∈ N,

E(t , xq(t), u0(t), uq(t)) = u2
1q(t) + u1q(t) + u3

1q(t)u2q(t)− sen u1q(t),

entonces, para toda q suficientemente grande∫ 1

0
u2

1q(t)dt <
1
q

D(uq − u0). (2.11)
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Ejemplo
Por el hecho de que para toda b ∈ R2 y q ∈ N,

V (b) ≤
|b|2

2
, (2 + V (b))V (b) = |b|2,

entonces, existe una constante c3 > 0 tal que para toda q suficientemente grande,

D(uq − u0) ≤ c3D(u1q).

Ahora, si D(u1q) = 0, entonces D(uq − u0) = 0 lo cual contradice (2.11).
Por lo tanto, para toda q suficientemente grande,

D(uq − u0)

D(u1q)
≤ c3.

Por (2.11), para toda q suficientemente grande,∫ 1

0

v2
1q(t)

w2
1q(t)

dt <
c3

2q
, (2.12)

donde para toda t ∈ T y q ∈ N,

w1q(t) := [1 + 1
2 V (u1q(t))]1/2, v1q(t) :=

u1q(t)
d1q

, d1q := [2D(u1q)]1/2.
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Ejemplo

Pero como para toda q ∈ N, ∫ 1

0

v2
1q(t)

w2
1q(t)

dt = 1,

haciendo que q →∞ en (2.12), uno obtiene 1 ≤ 0 lo cual es una
contradicción. Consecuentemente, el Teorema 2.1(iii) se cumple.

Por el Teorema 2.1, (x0,u0) es un mínimo estricto débil de (P).
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