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Introduccion

o El cdlculo de variaciones se planted para la bisqueda de maximos y minimos de
funcionales continuas definidas sobre algin espacio funcional.

e Surgi6 en el siglo XVIII y fue Euler junto con Lagrange los que lo convirtieron en
una teoria matematica rigurosa.

e El problema de la curva braquistécrana o curva del descenso mds rdpido, es
considerada como uno de los precursores de la teoria del célculo variacional.
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El problema clasico de calculo de variaciones con

puntos fijos finales

Supongamos que tenemos dados un intervalo compacto T := [fo, t1] en R, dos
puntos fijos & y & en R”, y una funcidn continua L(t, x,x): T x R” x R" — R.

El problema clasico de calculo de variaciones con puntos fijos finales el cual
denotaremos por (P), consiste en minimizar la funcional

I(x) = /t "Lt x(t). x()at

sujeta a
(@ x: T — R"es C' a pedazos.
() x(fo) = &oy x(t) = &1
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Condicion necesaria de Euler

Teorema (Euler):

Supongamos que Xp es un minimo débil de (P). Entonces existe una constante
¢ € R"tal que

Ly (t, xo(t), %o (1)) = tLX(s,xo(s),)'(o(s))ds+ ct (teT) (1.1)

fo
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Condicion necesaria de Euler

Obsérvese que la ecuacion (1.1) es la forma integral de la ecuacién de Euler:

%Lx(fvxo(t),f(o(f)) = Lx(t,x0(1), %o(1)) (teT).

SixesC?2enTylesC?enT xR"xR", laecuacién de Euler se convierte en

L4 Ligcx(t) + Ligx(t) = Ly (teT)

donde los argumentos en las derivadas de L son (t, x(t), x(t)).
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Definicion: Definamos E: T x R" x R" x R" — R por
E(t, x, x,u) := L(t, x,u) — L(t, x, x) — Lg(t, x, X)(u — X).

A la funcion E se le llama la funcion exceso de Weierstrass de L.
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A la funcion E se le llama la funcion exceso de Weierstrass de L.

<

Teorema (Weierstrass):

Sea xo un minimo débil de (P). Entonces existe o > 0 tal que

E(t, xo(t), %o(t),u) >0 paratoda(t,u) € T x R" con |u— x(t)| < o.




Célculo de Variaciones
00e00

Condicion necesaria de Weierstrass

Definicion: Definamos E: T x R" x R" x R" — R por
E(t, x, x,u) := L(t, x,u) — L(t, x, x) — Lg(t, x, X)(u — X).

A la funcion E se le llama la funcion exceso de Weierstrass de L.

Teorema (Weierstrass):

Sea xo un minimo débil de (P). Entonces existe o > 0 tal que

E(t, xo(t), %o(t),u) >0 paratoda(t,u) € T x R" con |u— x(t)| < o.

Teorema (Weierstrass):

Sea xp un minimo fuerte de (P). Entonces

E(t, xo(t), Xo(t),u) >0 paratoda(t,u) € T x R".

N
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Condicion necesaria de Legendre

Corolario (Legendre):

Si xo satisface la condicion de Weierstrass para un minimo débil, entonces la
matriz Hessiana Ly; es semi-definida positiva a lo largo de xo, esto es, para
todahc R" yparatodatc T,

(h, Lix(t, xo(£), Xo(t))h) > 0. (1.3)

La condicién (1.3) se conoce como la condicion de Legendre.



Célculo de Variaciones
0000e

Condicion necesaria de Jacobi



Célculo de Variaciones
0000e

Condicion necesaria de Jacobi

Definicion: Un punto t = s en (f, t1] se dice que es un punto conjugado a
t =t sobre xo si hay un extremo accesorio y tal que y(t) = y(s) =0, y
y Z0en(t,s).
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Condicion necesaria de Jacobi

Definicion: Un punto t = s en (f, t1] se dice que es un punto conjugado a
t =t sobre xo si hay un extremo accesorio y tal que y(t) = y(s) =0, y
y Z0en(t,s).

Teorema (Jacobi):

Si un arco no singular sin esquinas xo es un minimo debil de (P), entonces
no hay ningun punto s € (, t;) conjugado a t = t, sobre Xg.
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d. c € (%, ti] = ¢ no es un punto conjugado a t, sobre X;.

Entonces xo es un minimo fuerte estricto de (P).
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t
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fo
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Planteamiento del problema

El problema de control éptimo con puntos fijos finales

Es el de minimizar la funcional

K&uyzzﬁuumnmu»m

sobre todas las parejas (X, u) con x: T — R" absolutamente continuay u: T — R
esencialmente acotada, que satisfacen las restricciones

(@) x(t) = f(t, x(t), u(t)) (c.s.en T).
(b) x(fo) = &o. Xx(t1) = &.
©u(t)eU(teT).
donde
U= {0 € R | pa(u) < 0(a € R), ps(u) = 0(8 € Q)}
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Planteamiento del problema

El problema de control éptimo con puntos fijos finales

Es el de minimizar la funcional

I(x, u) = /tt1 L(t, x(1), u(t))dt

sobre todas las parejas (X, u) con x: T — R" absolutamente continuay u: T — R
esencialmente acotada, que satisfacen las restricciones

(@) x(t) = f(t,x(t), u(t)) (c.s.en T).

(b) x(to) = &o, X(t) = &.

(C)u(t) e U(teT).
donde

U:={ueR"|pa(u) <0(axeR), pp(u)=0(B8 € Q)}

donde R={1,...,r}yQ={r+1,...,9} (0<r<gq).Sir =0entonces R =0y
hacemos caso omiso de ¢,. Similarmente, si ¥ = g entonces Q = () y hacemos caso omiso de
PB-
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Procesos admisibles y soluciones locales

e Supongamos que tenemos dados un intervalo T := [fp, t1] en R, dos puntos fijos &,
&1 en R, funciones L, f que mapean T x R” x R™ a R, R”, y una funcién
© = (p1,...,9q) que mapea R™ a R? respectivamente.

e Denotamos por X al espacio de funciones absolutamente continuas que mapean T
aR", y definimos Us := L>(T;R®) (s € N).

e A los elementos de X x Up se les llama procesos y un proceso (X, U) es
admisible si éste satisface (a)-(c).

e Un proceso (X, u) es un minimo débil de (P), si éste es un minimo de / relativo a
la norma

1(x, u)]| == f{C > 0+ |(x(£), u(t))| < C(c.s.en T)},

esto es, si para alguna e > 0, /(x, u) < I(y, v) para todo proceso admisible (y, v)
que satisface ||(y, v) — (x, u)|| < e. Este serd un minimo estricto si
I(x,u) = I(y, v) solo en el caso en que (X, U) = (¥, V).
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Suposiciones de suavidad

A lo largo de esta seccion asumiremos que las funciones L, f son continuas y
de clase C? con respectoax yauen T x R" x R™, y la funcién ¢ es C? en
R™.
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e Para toda (t,x,u,p, ) € T x R" x R™ x R” x R9 sea
H(t7 X, u,p, ILL) = <p7 f(t7 X, U)> - L(t7 X, U) - (1““7 @(U)>
e Dadas p € Xy pu € Uq definimos, para toda (¢, x,u) € T x R" x R",

F(t,x,u) := —H(t, x, u, p(t), u(t)) — (p(1), X).
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Definiciones basicas

e Para toda (t,x,u,p, ) € T x R" x R™ x R” x R9 sea
H(t, x, u, p, ) == (p, f(t, x, u)) — L(t, x, u) = {p, p(u)).
e Dadas p € Xy pu € Uq definimos, para toda (¢, x,u) € T x R" x R",
F(t,x,u) := —H(t, x, u, p(t), u(t)) — (p(1), X).

o Consideramos la segunda variacion de J con respecto a (X, u) € X x Up sobre
(y,v) € X x L?(T;R™) dada por

]
J((x, u)i (y,v)) ::/r 2Q(t, y (1), v(1))at
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e Para toda (t,x,u,p, ) € T x R" x R™ x R” x R9 sea
H(t, x, u, p, ) == (p, f(t, x, u)) — L(t, x, u) = {p, p(u)).
e Dadas p € Xy pu € Uq definimos, para toda (¢, x,u) € T x R" x R",
F(t,x,u) := —H(t, x, u, p(t), u(t)) — (p(1), X).

o Consideramos la segunda variacion de J con respecto a (X, u) € X x Up sobre
(y,v) € X x L?(T;R™) dada por

t
J (%, u)i(y,v)) = /1 20(t, y(1), v(1))dt
fo
donde, paratoda (t,y,v) € T x R” x R,

2Q(t7y7 V) = <y7 FXX(trx(t)v u(t))y>+2(y, FXU(t7 X(t)v U(t))V>+<V, FUU(t7 X(t)7 U(t))V>.
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e Dadas p € X'y u € Ug, decimos que (Xp, Up, P, 1t) (0 a veces que (Xp, Up)) es no singular
si el determinante

[Fuu(t, %o (1), to ()| = | — Huu(t, Xo (1), to (1), p(1), (1)) #0 (€ T).
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Definiciones basicas

e Dadas p € X'y u € Ug, decimos que (Xp, Up, P, 1t) (0 a veces que (Xp, Up)) es no singular
si el determinante

[Fuu(t, %o (1), to ()| = | — Huu(t, Xo (1), to (1), p(1), (1)) #0 (€ T).

e Dadas p € X'y u € Ug, decimos que (Xg, Up, P, 1t) (0 a veces que (Xp, Up)) satisface la
condicién de Legendre-Clebsch si

Fuu(t, xo(1), up (1)) = —Huu(t, Xo(1), Uo (), p(t), 1(t)) >0 (c.s.en T).
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Definiciones basicas

e Dadas p € X'y u € Ug, decimos que (Xp, Up, P, 1t) (0 a veces que (Xp, Up)) es no singular
si el determinante

[Fuu(t, %o (1), to ()| = | — Huu(t, Xo (1), to (1), p(1), (1)) #0 (€ T).

e Dadas p € X'y u € Ug, decimos que (Xg, Up, P, 1t) (0 a veces que (Xp, Up)) satisface la
condicién de Legendre-Clebsch si

Fuu(t, xo(1), up (1)) = —Huu(t, Xo(1), Uo (), p(t), 1(t)) >0 (c.s.en T).

e Dadas p € X'y pu € Ug, decimos que (X, Up, p, 1) satisface la condicién reforzada de
Legendre-Clebsch si

Fuu(t, xo(t), to(t)) = —Huu(t, xo(t), to(t), p(1), (1)) > 0 (t € T).
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Definiciones basicas

e Denotamos por E a la funcién exceso de Weierstrass con respecto a F,

E(t,x,u,v) = F(t,x,v) — F(t,x,u) — Fu(t,x, u)(v — u).



Dos nuevos teoremas de suficiencia para minimos débiles en control 6ptimo
[ele] J
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e Denotamos por E a la funcién exceso de Weierstrass con respecto a F,

E(t,x,u,v) = F(t,x,v) — F(t,x,u) — Fu(t,x, u)(v — u).

e Paratoda u € L'(T; R™) sea

D(u) := /It1 V(u(t))dt donde V(b):=(1+ |b?)"/2 -1,
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Definiciones basicas

e Denotamos por E a la funcién exceso de Weierstrass con respecto a F,
E(t,X, u, V) = F(t7X7 V) - F(I,X, U) - FU(t7X7 U)(V— U)'
e Paratoda u € L'(T; R™) sea

D(u) :== /It1 V(u(t))dt donde V(b):=(1+ |b]®)!/2—1.

e Para toda U € R, sea
Za(u) := {a € R | pa(u) =0},

el conjunto de indices activos de u.
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deébiles en control 6ptimo

Sea (Xg, Up) un proceso admisible. Asumamos que Za(Ug(+)) es constante a pedazos en T, y supongamos que existen
pE X, € Ugcon pug(t) > 0y pa(t)pa(Up(t)) =0 (e € R, t € T) tales que

Bt) = —H2 (£, X0(), to 1), p(t), (1)) (c. en T),

Hu(t, xo(1), to (1), p(t), u(t)) =0 (t € T),
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Sea (Xg, Up) un proceso admisible. Asumamos que Za(Ug(+)) es constante a pedazos en T, y supongamos que existen
pE X, € Ugcon pug(t) > 0y pa(t)pa(Up(t)) =0 (e € R, t € T) tales que

B(t) = —H (t, %0(1), (1), P(1), (1)) (e en T),

Hu(t, xo(1), to (1), p(t), u(t)) =0 (t € T),

y las siguientes condiciones son satisfechas:
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Sea (Xg, Up) un proceso admisible. Asumamos que Za(Ug(+)) es constante a pedazos en T, y supongamos que existen
pE X, € Ugcon pug(t) > 0y pa(t)pa(Up(t)) =0 (e € R, t € T) tales que

B(t) = —H (t, %0(1), (1), P(1), (1)) (e en T),

Hu(t, xo(1), to (1), p(t), u(t)) =0 (t € T),

y las siguientes condiciones son satisfechas:

() Fuu(t, Xo(t), Up(t)) = O (c.s.en T).
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Sea (Xg, Up) un proceso admisible. Asumamos que Za(Ug(+)) es constante a pedazos en T, y supongamos que existen
pE X, € Ugcon pug(t) > 0y pa(t)pa(Up(t)) =0 (e € R, t € T) tales que

b(t) = —Hy (t, xo(t), o (1), p(1), u(1)) (c.s.en T),
Hu(t, xo(1), to (1), p(t), u(t)) =0 (t € T),

y las siguientes condiciones son satisfechas:

(i) Fuu(t, Xo(t), Up(t)) > 0 (cs.en T).

(i) "/ ((Xg, Up); (¥, v)) > O paratoda (y, v) # (0, 0), (y,v) € X x L2(T;R™) que satisface
(a) (1) = £x(t, xo(2), tg ()Y (1) + Fu(t, Xo(2), U () V(1) (c.s.en T), y(fo) = y(ty) = 0.
(b )«pa(uo(t))v(t) < O0(cs.enT, a € Za(Up(t))). «pj(uo(t))v(t) O(cs.enT, B € Q).
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Sea (Xg, Up) un proceso admisible. Asumamos que Za(Ug(+)) es constante a pedazos en T, y supongamos que existen
pE X, € Ugcon pug(t) > 0y pa(t)pa(Up(t)) =0 (e € R, t € T) tales que

b(t) = —Hy (t, xo(t), o (1), p(1), u(1)) (c.s.en T),
Hu(t, xo(1), to (1), p(t), u(t)) =0 (t € T),

y las siguientes condiciones son satisfechas:

(i) Fuu(t, Xo(t), Up(t)) > 0 (cs.en T).

(i) "/ ((Xg, Up); (¥, v)) > O paratoda (y, v) # (0, 0), (y,v) € X x L2(T;R™) que satisface
(a) (1) = £x(t, xo(2), tg ()Y (1) + Fu(t, Xo(2), U () V(1) (c.s.en T), y(fo) = y(ty) = 0.
(b) @l (Ug(D)v(t) < 0 (cs.en T, a € Za(up(t))). «plﬁ(uo(t))v(t) =0(cs.enT, B € Q).

(iii) Para algunas h, e > 0, si (x, u) es admisible con || (X, u) — (X, Up)|| < e, se tiene que

Bt x(1), v (1), u(t)) ot > hD(u — up).
Ji




Dos nuevos teoremas de suficiencia para minimos débiles en control 6ptimo
®0000000000

Dos nuevos teoremas de suficiencia para minimos

deébiles en control 6ptimo

Sea (Xg, Up) un proceso admisible. Asumamos que Za(Ug(+)) es constante a pedazos en T, y supongamos que existen
pE X, € Ugcon pug(t) > 0y pa(t)pa(Up(t)) =0 (e € R, t € T) tales que

b(t) = —Hy (t, xo(t), o (1), p(1), u(1)) (c.s.en T),
Hu(t, xo(1), to (1), p(t), u(t)) =0 (t € T),

y las siguientes condiciones son satisfechas:

(i) Fuu(t, Xo(t), Up(t)) > 0 (cs.en T).

(i) "/ ((Xg, Up); (¥, v)) > O paratoda (y, v) # (0, 0), (y,v) € X x L2(T;R™) que satisface
(a) (1) = £x(t, xo(2), tg ()Y (1) + Fu(t, Xo(2), U () V(1) (c.s.en T), y(fo) = y(ty) = 0.
(b) @l (Ug(D)v(t) < 0 (cs.en T, a € Za(up(t))). «plﬁ(uo(t))v(t) =0(cs.enT, B € Q).

(iii) Para algunas h, e > 0, si (x, u) es admisible con || (X, u) — (X, Up)|| < e, se tiene que

Bt x(1), v (1), u(t)) ot > hD(u — up).
Ji

Entonces, existen p, § > 0 tales que si (X, u) es admisible con [|(x, u) — (Xg, Up)|| < p.

I(x, u) > I(xp, Up) + 6D(u — up).
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1 Teorema:

Sea (Xg, Up) un proceso admisible. Asumamos que Za(Ug(+)) es constante a pedazos en T, y supongamos que existen
pE X, € Ugcon pug(t) > 0y pa(t)pa(Up(t)) =0 (e € R, t € T) tales que

b(t) = —Hy (t, xo(t), o (1), p(1), u(1)) (c.s.en T),
Hu(t, xo(1), to (1), p(t), u(t)) =0 (t € T),

y las siguientes condiciones son satisfechas:

(i) Fuu(t, Xo(t), Up(t)) > 0 (cs.en T).

(i) "/ ((Xg, Up); (¥, v)) > O paratoda (y, v) # (0, 0), (y,v) € X x L2(T;R™) que satisface
(a) (1) = £x(t, xo(2), tg ()Y (1) + Fu(t, Xo(2), U () V(1) (c.s.en T), y(fo) = y(ty) = 0.
(b) @l (Ug(D)v(t) < 0 (cs.en T, a € Za(up(t))). «plﬁ(uo(t))v(t) =0(cs.enT, B € Q).

(iii) Para algunas h, e > 0, si (x, u) es admisible con || (X, u) — (X, Up)|| < e, se tiene que

Bt x(1), v (1), u(t)) ot > hD(u — up).
Ji

Entonces, existen p, § > 0 tales que si (X, u) es admisible con [|(x, u) — (Xg, Up)|| < p.

I(x, u) > I(xp, Up) + 6D(u — up).

En particular, (Xg, Up) es minimo estricto débil de (P).
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Corolario:

Sea (Xp, Up) un proceso admisible con Uy continua. Asumamos que Za(Up(+)) es constante a
pedazos en T, y supongamos que existen p € X, 1 € Ug con () >0y
ta(t)pa(Uo(t)) =0 (o € R, t € T) tales que

p(t) = —Hy (t, xo(t), Uo (1), p(2), (1)) (c-s. en T),
Hu(t, xo(t), Uo (), p(t), u(t)) = 0 (t € T),
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Corolario:

Sea (Xp, Up) un proceso admisible con Uy continua. Asumamos que Za(Up(+)) es constante a
pedazos en T, y supongamos que existen p € X, 1 € Ug con () >0y
ta(t)pa(Uo(t)) =0 (o € R, t € T) tales que

p(t) = 7H)*(<(t7 XO(t)7 UO(t)rp(t)vl"(t)) (C‘S' en T)’
Hu(t, Xo(1), Uo (1), p(1), (1)) = 0 (t € T),
y las siguientes condiciones son satisfechas:
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Corolario:

Sea (Xp, Up) un proceso admisible con Uy continua. Asumamos que Za(Up(+)) es constante a
pedazos en T, y supongamos que existen p € X, 1 € Ug con () >0y
ta(t)pa(Uo(t)) =0 (o € R, t € T) tales que

p(t) = —Hx (t, xo(t), to (1), p(t), u(t)) (c.s.en T),
Hu(t, Xo(1), Uo (1), p(1), (1)) = 0 (t € T),

y las siguientes condiciones son satisfechas:

(1) Fuu(t, xo(t), up(t)) >0 (t € T).
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Corolario:

Sea (Xp, Up) un proceso admisible con Uy continua. Asumamos que Za(Up(+)) es constante a
pedazos en T, y supongamos que existen p € X, 1 € Ug con () >0y
ta(t)pa(Uo(t)) =0 (o € R, t € T) tales que

p(t) = 7H)*(<(t7 XO(t)7 UO(t)rp(t)vl"(t)) (C‘S' en T)’

Hu(t, xo(t), Uo (), p(t), u(t)) = 0 (t € T),

y las siguientes condiciones son satisfechas:

(i) Fuu(t, xo(1), Uo(1)) > 0 (t € T).

(ii) J"((x0, Uo); (¥, v)) > O paratoda (y, v) # (0,0). (y,v) € X x L*(T; R™) que
satisface

(a) y() = fx(t, xo (1), up (1)y (1) + fu(t, xo(1), Up(D)v(t) (cs.en T),  y(lp) = y(ty) = 0.

(0) @4 (o()V(t) < 0 (es.en T, @ € Ta(p(t))). /g (Uo(N)V(H) = 0 (cs.en T, B € Q).
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Corolario:

Sea (Xp, Up) un proceso admisible con Uy continua. Asumamos que Za(Up(+)) es constante a
pedazos en T, y supongamos que existen p € X, 1 € Ug con () >0y
ta(t)pa(Uo(t)) =0 (o € R, t € T) tales que

p(t) = 7H)*(<(t7 XO(t)7 UO(t)rp(t)vy'(t)) (C‘S' en T)’

Hu(t, xo(t), Uo (), p(t), u(t)) = 0 (t € T),

y las siguientes condiciones son satisfechas:

(i) Fuu(t, xo(1), Uo(1)) > 0 (t € T).

(ii) J"((x0, Uo); (¥, v)) > O paratoda (y, v) # (0,0). (y,v) € X x L*(T; R™) que
satisface

(a) y() = fx(t, xo (1), up (1)y (1) + fu(t, xo(1), Up(D)v(t) (cs.en T),  y(lp) = y(ty) = 0.

(0) @4 (o()V(t) < 0 (es.en T, @ € Ta(p(t))). /g (Uo(N)V(H) = 0 (cs.en T, B € Q).

Entonces, existen p, § > 0 tales que si (X, v) es admisible con ||(x, u) — (Xo, Up)|| < p»

I(x, U) > (X, Uo) + 3D(u — up).
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Corolario:

Sea (Xp, Up) un proceso admisible con Uy continua. Asumamos que Za(Up(+)) es constante a
pedazos en T, y supongamos que existen p € X, 1 € Ug con () >0y
ta(t)pa(Uo(t)) =0 (o € R, t € T) tales que

p(t) = 7H)*(<(t7 XO(t)7 UO(t)rp(t)vy'(t)) (C‘S' en T)’

Hu(t, xo(t), Uo (), p(t), u(t)) = 0 (t € T),

y las siguientes condiciones son satisfechas:

(i) Fuu(t, xo(1), Uo(1)) > 0 (t € T).

(ii) J"((x0, Uo); (¥, v)) > O paratoda (y, v) # (0,0). (y,v) € X x L*(T; R™) que
satisface

(a) y() = fx(t, xo (1), up (1)y (1) + fu(t, xo(1), Up(D)v(t) (cs.en T),  y(lp) = y(ty) = 0.

(0) @4 (o()V(t) < 0 (es.en T, @ € Ta(p(t))). /g (Uo(N)V(H) = 0 (cs.en T, B € Q).

Entonces, existen p, § > 0 tales que si (X, v) es admisible con ||(x, u) — (Xo, Up)|| < p»

I(x, U) > (X, Uo) + 3D(u — up).

En particular, (Xg, Up) es un minimo estricto débil de (P).
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e Ahora, proporcionaremos un ejemplo de un problema (P) de control 6ptimo
con restricciones en los controles con desigualdades e igualdades y con
puntos fijos finales en el que una aplicacién del Teorema principal muestra
que el extremo Singular bajo consideracién es un minimo estricto débil de

®).

e Vale la pena notar que el control éptimo que exhibimos en este ejemplo no
es continuo ni continuo a pedazos sino unicamente esencialmente
acotado, ademads, el conjunto U de controles admisibles es no convexo.
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Sea (P) el problema de minimizar

I(x, u) :/O {UF (1) + ur (1) — x3(1) + w3 (t)ua(1) bl

sujeta a x(t) = x3(t) — ur (t)ua(t) — Jus(t) (t € [0,1]),
x(0)=x(1)=0,y

senui(t) >0 y ud(t)=1 (te[0,1]).
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Sea (P) el problema de minimizar

I(x, ) /{u1 )+ us (1) — x3(1) + B () ua(1) it

sujeta a x(t) = x3(t) — ur (t)ua(t) — Jus(t) (t € [0,1]),
x(0)=x(1)=0,y

senui(t) >0 y ud(t)=1 (te[0,1]).

EnestecasoT=[0,1],n=1,m=2,9q=2,r=1,§ =& =0,
L(t,x,u) = U +up — X2+ Bup,  f(t,x,u) = X3 — uyup — Suy,

o1(u) = —senuy, pa(u)=1— 3.
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De esta manera,

H(t, x, u, p, 1) = px3—pus Us— 3 pus — UG — Uy +X2 — U3 Up+ 111 sen Uy —po[1—U2],



Dos nuevos teoremas de suficiencia para minimos débiles en control 6ptimo

00008000000

De esta manera,
H(t, x,u, p, 1) = px3—pu ta— 1 puy — U8 — g +x>— 13 —pp[1—u3
, X, U, P,y 1 p puy Uz 2:01 1 1+ Uy U211 sen Uy ILLZ[ U2],

y entonces

HX(ta X, U,p, /u’) = 3pX2 + 2X7
Hy(t, x, u, p, ) = (—pus— 5 p—2us —1—3UF Up+p11 COS Uy, —PU; — U3 +2p10Us ).



Dos nuevos teoremas de suficiencia para minimos débiles en control 6ptimo
00000@00000

Seaxy =0, ugy =0,

: <l 1
U02(t) =1 s1 te U |:2n7 2[7—1:|7
n=1

. >~ 1 1
U()Q(t) =—1 81 te U <2n_17 2[’]—2)
n=2
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Seaxy =0, ugy =0,

: <l 1
U02(t) =1 s1 te U |:2n7 2[7—1:|7
n=1

. >~ 1 1
U()Q(t) =—1 81 te U <2n_17 2[’]—2)
n=2

En consecuencia, (Xp, Up) es admisible y Up no es continua a pedazos en T.
Si definimos (p, ) = (0, 1, 0), entonces 11(t) > 0y u1(f)e1(Uo(t)) =0
(t € T). También, Z5(up(t)) = {1} es constante en T,y (Xo, Uo, P, 11)
satisface la condicion cldsica de primer orden del Teorema 2.1.
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Tenemos que, para toda (f,x,u) € T x R x R2,

F(t,x,u) = U2+ uy + Udup — senuy — x2.
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Tenemos que, para toda (f,x,u) € T x R x R2,
F(t,x,u) = U3 4+ uy + U3 tp — sen uy — x2.

Por lo tanto,

Fulbol®) = 5 9] (te ™)
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Tenemos que, para toda (f,x,u) € T x R x R2,
F(t,x,u) = U3 4+ uy + U3 tp — sen uy — x2.

Por lo tanto,

Fulbol®) = 5 9] (te ™)

En consecuencia, el Teorema 2.1(i) se verifica y (Xo, Up) es singular.
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También, Fx(Xo(t)) = —2, Fxu(Xo(t)) = (0,0) (t € T), y entonces para
toda (y, v) # (0,0), (y, v) € X x L?(T; R?) que satisface
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También, Fx(Xo(t)) = —2, Fxu(Xo(t)) = (0,0) (t € T), y entonces para
toda (y, v) # (0,0), (y, v) € X x L?(T; R?) que satisface

y(t) = (—uoa(t) — %)V1(t) (cs.enT),

y(0)=y(1) =0,y —v4(t) <0, vo(t) = 0 (c.s. en T), se tiene que
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También, Fx(Xo(t)) = —2, Fxu(Xo(t)) = (0,0) (t € T), y entonces para
toda (y, v) # (0,0), (y, v) € X x L?(T; R?) que satisface

y(t) = (—uoa(t) — %)V1(t) (cs.enT),

y(0)=y(1) =0,y —v4(t) <0, vo(t) = 0 (c.s. en T), se tiene que

9" (X0, Uo): (¥, v /{2\/1 2y2(t)}at > 0.
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También, Fx(Xo(t)) = —2, Fxu(Xo(t)) = (0,0) (t € T), y entonces para
toda (y, v) # (0,0), (y, v) € X x L?(T; R?) que satisface

y(t) = (—uoo(t) — %)V1(t) (cs.enT),

y(0)=y(1) =0,y —v4(t) <0, vo(t) = 0 (c.s. en T), se tiene que

9" (X0, Uo): (¥, v /{2\/1 2y2(t)}at > 0.

De esta manera, el Teorema 2.1(ii) se verifica.
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Supongamos que el Teorema 2.1(iii) no se satisface. Entonces, para toda q € N,
existe (Xq, Ug) admisible tal que

1
(Xa. tig) — (%o, o) | < min{e, 1/g}, / E(t,xq(t),uo(t),uq(t))dt<%D(uq—uo).
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Supongamos que el Teorema 2.1(iii) no se satisface. Entonces, para toda q € N,
existe (Xq, Ug) admisible tal que

1
(Xa. tig) — (%o, o) | < min{e, 1/g}, / E(t,xq(t),uo(t),uq(t))dt<%D(uq—uo).

Como paratodat € TyqgeN,

E(t, Xq(1), Uo(t), Uq(t)) = Urq(t) + Urq(t) + Uig()Uzq(t) — sen iq(t),
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Supongamos que el Teorema 2.1(iii) no se satisface. Entonces, para toda q € N,
existe (Xq, Ug) admisible tal que

1
(Xa. tig) — (%o, o) | < min{e, 1/g}, / E(t,xq(t),uo(t),uq(t))dt<%D(uq—uo).

Como paratodat € TyqgeN,
E(t, Xq(t), Uo(t), Ua(t)) = Uiq(t) + Urq(t) + Uig(t)Uzq(t) — sen Unq(t),

entonces, para toda g suficientemente grande

/1 U, (t)dt < 1D(ug — o). (2.11)
A g
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Por el hecho de que paratoda b € R®y g € N,

v(b) < g, (2+ V(b)) V(b) = b,
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Por el hecho de que paratoda b € R®y g € N,

b 2
vie) < 5 2+ vio vib) = 6P,
entonces, existe una constante ¢z > 0 tal que para toda g suficientemente grande,

D(ug — up) < c3D(u1g)-
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Por el hecho de que paratoda b € R®y g € N,

b 2

vie) < 5 2+ vio vib) = 6P,

entonces, existe una constante ¢z > 0 tal que para toda g suficientemente grande,
D(uq — up) < c3D(u1q)-

Ahora, si D(u14) = 0, entonces D(ug — Up) = 0 lo cual contradice (2.11).
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Por el hecho de que paratoda b € R®y g € N,

b 2

vie) < 5 2+ vio vib) = 6P,

entonces, existe una constante ¢z > 0 tal que para toda g suficientemente grande,
D(uq — up) < c3D(u1q)-

Ahora, si D(u14) = 0, entonces D(ug — Up) = 0 lo cual contradice (2.11).
Por lo tanto, para toda q suficientemente grande,

D(uq — t) _
D(uig)
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Por el hecho de que paratoda b € R®y g € N,

v(b) < g, (2+ V(b)) V(b) = b,

entonces, existe una constante ¢z > 0 tal que para toda g suficientemente grande,
D(ug — up) < c3D(u1g)-

Ahora, si D(u14) = 0, entonces D(ug — Up) = 0 lo cual contradice (2.11).
Por lo tanto, para toda q suficientemente grande,

D(ug — ) _
D(u1q)
Por (2.11), para toda g suficientemente grande,

1 V2 (t
/ 12q( )dt <& (2.12)
0 W1q(t) 2q

donde paratodat € Ty g € N,

wig(t) = 1+ §Vig(O'2 gt) = 20, g = [2D(un )] .
q
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Pero como para toda g € N,

" V3(D)
> adt=1,
0 W1q(t)
haciendo que g — oo en (2.12), uno obtiene 1 < 0 lo cual es una
contradiccién. Consecuentemente, el Teorema 2.1(iii) se cumple.
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Pero como para toda g € N,

" V3(D)
> adt=1,
0 W1q(t)
haciendo que g — oo en (2.12), uno obtiene 1 < 0 lo cual es una
contradiccién. Consecuentemente, el Teorema 2.1(iii) se cumple.

Por el Teorema 2.1, (Xo, Up) es un minimo estricto débil de (P).
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